Fizikinés Kinetikos uzdaviniai

Kiek skirtingy Zodziy (nebttinai prasmingy) galima paraSyti perstatant raides Zodyje
»STALAS*?

Loterijoje 1§ 25 sunumeruoty rutuliuky atsitiktinai atrenkami 5 rutuliukai. Kokia
tikimybé atspéti visus penkis numerius, kai

a) neatsizvelgiama i rutuliuky atrinkimo tvarka?

b) atsizvelgiama i rutuliuky atrinkimo tvarka?

Kokia tikimybé, kad i$ keturiy Zaidimo kauliuko metimy serijos bent vieng karta iSkris
6 taskai?

Aviakatastrofos tikimybé p=10~. Tarkime, kad Zmogus vidutiniskai skrenda 5 kartus
per metus. Kokia tikimybé¢ Ziiti aviakatastrofoje per 80 gyvenimo mety?

D’Meré¢ paradoksas.
a) Meétant kartu du Zaidimo kauliukus iSkritusiy tasky suma yra tarp 2 ir 12. 9 ir
10 tasky galima gauti dviem biidais:
9=3+6= 4+5
10 =4+6 = 5+5
Kode¢l 9 pasirodo dazniau negu 10 ?
b) Métant kartu tris Zaidimo kauliukus 9 ir 10 galima gauti SeSiais biidais:
9 =6+2+1 = 5+3+1 = 5+2+2 = 4+4+1 = 4+3+2 = 3+3+3
10 = 6+3+1 = 6+2+2 = 5+4+1 = 5+3+2 = 4+4+2 = 4+3+3
Kodé¢l 10 pasirodo dazniau negu 9?

Misy pazistamy Seimoje yra du vaikai.
a) Kokia tikimybé, kad abu vaikai yra berniukai, jeigu zinome, kad vienas i$ ju
yra berniukas?
b) Kokia tikimyb¢, kad abu vaikai yra berniukai, jeigu Zinome, kad vyresnis
vaikas yra berniukas?
¢) Kokia tikimybé, kad abu vaikai yra berniukai?

(Zaidimy teorijos paradoksas) 1928 m. von Neumanas, Zaidimy teorijos pradininkas,
jrodé vadinamaja minimakso teorema — pagrindinj Zzaidimo teorijos teiginj. Si teorema
kilo nagrinéjant tokj paradoksaly zaidima. Du zaid¢jai L ir N kartu iSmeta viena arba
du pirStus. Jeigu bendras iSmesty pirSty skaicius yra lyginis, tai L moka N, o jeigu
nelyginis, tai N moka L. Mokama suma litais lygi iSmesty pirSty sumai. Daugelis
mano, kad $is zaidimas yra saziningas, t.y., daug karty suloSus $i zaidima vidutinis
kiekvieno 18 zaid€ju pelnas bus lygus nuliui. IS tikryjy, yra du variantai, kai L moka N
du arba keturis litus (sumoje 6 Lt) ir du variantai, kai N moka L tris litus (sumoje taip
pat 6 Lt). Ar tikrai Sis zaidimas yra saziningas?

(Gimtadienio paradoksas) Jeigu kambaryje yra 366 zmones tai tarp juy bus bent du
zmones su sutampanciais gimtadieniais (tariame, kad néra keliamyjy metuy, t. y.
visuose metuose 365 dienos). Kiek turi biiti maziausiai zmoniy kambaryje, kad
tikimybé bent dviejy sutampanciy gimtadieniy vir§yty 0.5? Kokia tikimybe, kad nebus
sutampanc¢iy gimtadieniy, kai kambaryje yra 40, 50, 100 Zmoniy?
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Nors Jus neturite jokiy ligos simptomuy, Jisu gydytojas nori patikrinti Jus ar nesergate
labai reta liga, kuria serga tik vienas i§ 10000 jiisy amZziaus zmoniy. Testo
patikimumas yra 98 %. Tai reiskia, kad jeigu Jus sergate, tai 98% patikrinimy atitiks
teigiama testo parodyma ir 2% — neigiama. Taip pat tarsime, kad jeigu Jus nesergate,
tai 98% patikrinimy atitiks neigiama testo rezultata ir 2 %— teigiama. Jis sutikote
pasitikrinti ir testas dave teigiama rezultata. Kokia tikimybe, kad Jis sergate? Ar
prasminga tikrintis?

(Neuzbaigto zaidimo paradoksas) Du zaidéjai zaidzia sazininga zaidima, kuriame
laiméti abiejy $ansai yra vienodi. Zaidéjai susitaré Zaisti iki 6 pergaliu, t.y. visa priza
laimés tas, kas pirmas i§lo$ 6 partijas. Tarkime, kad zaidimas nutriiko, kai pirmas
iSlose 5 partijas, o antras — 3. Kaip teisingai padalyti priza?

Tikimybiy erdvé sudaryta i§ jvykiy Air B: P(A) =3 /5, P(B) = 2/3, P(AU B) =1.
Apskaiciuokite P(ANB), P(AB) ir P(B|A). Ar jvykiai A ir B nepriklausomi?

Atsitiktinio kintamojo X tikimybés tankio funkcija yra:

0, kai [x| > 1/2
Py (X) = ;
1, kai x| <1/2
Pakeiskite kintamaji Y = atg (7Z'X ) ir nustatykite naujo kintamojo Y tikimybés tankio
funkcija.

Nustatykite charakteristing Gauso skirstinio funkcija.

P, (x)= ﬁexp(— ()(2——82.)2] = f (k)= <e”<x> = J.e”‘X P, (x)dx = ?

o

Nustatykite pirmus keturis Gauso skirstinio momentus ir visus komuliantus.

Bendruoju atveju nustatykite sarySius tarp pirmy trijy komulianty ir momenty.
Panaudoj¢ praeito uzdavinio rezultatus patikrinkite Siuos sarySius Gauso skirstiniui.

Irodykite, kad dvieju nepriklausomy dydziuy sumos charakteristiné funkcija lygi ty
dydziy charakteristiniy funkcijy sandaugai, t.y.

Z=X+Y=P,(2), f,(k)="f(k)f, (k)

Atsitiktinai klaidZiojanti dalelé kiekviename Zingsnyje gali pajudéti 1 deSing su
tikimybe p, arba i kaire su tikimybe . Nustatykite tikimybe Pn(X), kad po N zingsniy
ji nukeliaus atstuma X, kai elementarus zingsnio ilgis A = 1. Pradiniu momentu dalelé
yra taSke X = 0. Suraskite vidutini nuokrypi <x> nuo koordinaciy pradzios. Kaip Sis
dydis priklauso nuo N ?
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ISspreskite praeita (17) uzdavinj riboje N — oo,z — 0,A — 0, t.y. tariant, kad dalelés
zingsnis A ir trukmeg 1 artéja prie nulio, o Zingsniy skaicius — prie begalybés. Tarkite,
kad dydziai

2
& p, Aema)_ oy
27 T
Sioje riboje yra baigtiniai. Nustatykite diferencialing lygti tikimybés tankiui P(y,t) ir
isspreskite ja, kai Py(y,0) = 8(y). Cia P(y,t)dy yra tikimyb¢, kad momentu t dalelé yra
intervale [y, y+dy].

Brauno dalelé spyruokle pritvirtinta prie sienelés. Brauno dalelés masé m, spyruoklés
stangrumo koeficientas K. Sios sistemos Lanzeveno lygtis tokia:

mX = —bX — kx + ['(t)
arba

X+ 29K+ g X = E(t)
Cia

2y =b/m, @l =k/m, &(t)=T(t)/m.

LanZeveno $altinis yra baltas,  — koreliuotas triuk§mas:

Brauno dalelé yra pusiausvyroje su skysciu, todel galioja Siluminés energijos tolygaus
pasiskirstymo pagal laisvés laipsnius principas:

mve), kT K(X) k,T

2 2 2 2

2

Cia lauztiniai skliaustai pazyméti indeksu T reiskia (temperatiirini) vidurkinima pagal
Brauno dalelés pradines salygas. Toliau tariame, kad Brauno dalelés pradinis greitis Vy
ir pradiné koordinaté X, yra statistiSkai nepriklausomi dydziai, <X0VO >T =0.

a) Fiksuotoms pradinéms salygoms X, Vo suraskite Lanzeveno lygties sprendini.

b) Suraskite greiciy koreliacing funkcijaq <<v(t1 M, )> : >T . IS proceso stacionarumo

salygos nustatykite Lanzeveno $altinio intensyvuma ¢.
c) Apskaiciuokite greicio spektrinj tanki Sy(w).

ISspreskite praeita (19) uzdavini Furjé transformacijos metodu. Nustatykite Siuo
metodu greicio spektrinj tanki Sy(w).

Nuoseklus LCR kontiiras yra termostate, kurio temperattra T. Apskaiciuokite srovés
fluktuacijy koreliacing funkcija <I (t1 )I (t2 )> ir srovés spektring tanki Sy (w).

Viena blusa Sokingja tarp dviejy Sunu.
a — tikimybe¢, kad blusa per laika At =1 perSoka nuo pirmo prie antro Suns (1 — 2),
b — tikimybé, kad blusa per laika At =1 perSoka nuo antro prie pirmo Suns (2 — 1).
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UZraSykite Markovo grandinés lygti, nustatykite peréjimo matricos tikrines vertes bei
kairiuosius ir deSiniuosius tikrinius vektorius. Suraskite Markovo grandinés sprendinj,
kai pradiniu laitko momentu blusa yra ant pirmo Suns.

ISspreskite praeita (22) uzdavinj riboje At — 0 tariant, kad a=aAt, b=pAt (parametrai
a, Byra baigtiniai). Sioje riboje Markovo grandinés lygti pakeiskite pagrinding
kineting lygtimi ir iSspreskite ja.

Apskaiciuokite charakteringus oro parametrus esant normalioms salygoms, t.y.
p=1Atm = 1.013x10°Pa, T =293 K.
a) Apskaiciuokite vidutinj Siluminji oro molekuliy greity, tariant, kad oras
sudarytas tik i§ N, molekuliy.
b) Suraskite pilng kineting molekuliy energija, kurios yra kambaryje turio
V = 10m x 4m x 25m = 1000 m’. Kokiu grei¢iu toréty vaZiuoti 1t automobilis,
kad turéty tokia pacia kineting energija.
c) Apskaiciuokite charakteringa laika tp per kuri O, molekulés nudifunduoja
10 m atstuma?

Apskaiciuokite diferencialini ir integralini sklaidos skerspjtivi nejudancios sferos, 1
kuria krenta taskiniy daleliy pluostas. Sferos spindulys yra R. Atspindys yra elastinis.

(Ehrenfesty véjo ir medziy modelis) Panagrinékite dvimati kinetini uzdavini apraSanti
vejo daleliy sklaida ant atsitiktinai iSmétyty plokStumoje medziy. Tariame, kad medziy
skerspjiivis yra taisyklingas kvadratas 45 laipsniais pasuktas horizonto atzvilgiu, taip
kad véjo dalelés gali judéti pastoviu greiCiu (atspindys yra elastinis) tik grieztai i kaire,
1 desing, 1 virSy arba | apacia.

Pazymékime:

N — véjo daleliy skaicius, n=N/S — ju tankis, S — plotas.

M — medziy skaicius, m = M/S — jy tankis, a — medzio skerspjavio krastinés ilgis.

No — grei¢iu v judanciy i desing véjo daleliy skaicius (fo= N¢/N — santykinis skaicius,

No= No/S — tankis),

N; — grei¢iu v judanciy i virSy véjo daleliy skaicius (f; = Ni/N, n;=N,/S),

N, — grei¢iu v judanciy i kaire véjo daleliy skaicius (f,= No/N, n,= N,/S),

N; — grei¢iu v judanciy i apacia véjo daleliy skaicius (f;= N3/N, n;= Ns/S)..

Tariame, kad medziy koncentracija nedidelé, md’<<1.

a) Tariant, kad véjo dalelés homogeniskai pasiskirstg erdvéje, kintamiesiems fo(t),
fi(t), fa(t), f3(t) uzrasykite kineting lygti.

b) Suraskite kinetinés lygties sprendinj ir Boltzmano H- funkcijos iSraiska, kai
pradinés salygos fp (0)=1,f, (0)=0, f, (0)=0,f; (0)=0.



©)
d)

Ar bendruoju atveju galioja Boltzmano H-teorema?

Kintamiesiems n;= n; (X, Y, t) uzrasykite kineting lygti atsizvelgiant | galima véjo
daleliy nehomogenini pasiskirstyma erdveje.

IS uzraSytos kinetines lygties iSveskite véjo daleliy tvermés lygti.

ISveskite hidrodinaming lygti ir suraskite pernasos koeficientus.



