Papildomi fizikin és kinetikos uzdaviniai (teoretikams)

1. (Elementari tikimybi teorija)
a) Tegul atsitiktini dydZziy X ir Y vidurkiai lygais nuliui, (x) =0, (y)= 0. [rodykite,
kad koreliacijos koeficient veris tenkina nelygybes:
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b) Panaudojus Stirlingo formuil
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2. (Difundavimas per potencialibbarjes: Kramerso formul) Sio uzdavinio tikslas —
iSvesti Kramerso formug) kuri nusako charakterigglalely difundavimo lailg per
potencialin barjen, kai barjero aukstiaU yra zymiai didesnis uz dalelilumire
energip KT. Daleliy judéjimas apraSomas Einsteino-Smoluchovskio lygtimi.
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a) Kai kT<<AU daleliy tankio kitimas duodje yra labai¢tas on/ot ~ 0
(kvazistacionarus). Tatldaleliy srautas beveik nepriklauso n«oJ ~ const(x),

J= ,u{nU (x)+ KT %} = const(x).



b)

d)

e)

Uzrasykite srauto iSraiskpavidalu
0
J =D (X)—D,(X).
(X ,(x)

Cia @,(x) ir @,(x) yra paprastos funkcijos, nesudarytos i§ kitkcijy sumos.
PerraSykite pastaj lygybe pavidalu
0

= 22(0)=30(x)
suintegruokiteg intervale[xmin,A] ir suraskite rygtarpJ ir n(xmin). Pasirinkite A
pakankamai toli nugmax taip, kadn(A)~0.

Esant aukStam barjerui, dalgBrautas proj jyra mazas ir tad galima tarti, kad
koncentracija duafje tenkina pusiausvyrirBoltzmano pasiskirstym

n(x)=n(x,, )ex;{_Mj

KT

Suintegruokite §iisraik intervale[x, x,] (x < x,,, < X,) ir nustatykite dalelj
skatiy duokeje

N = Xfdxn(x).

Tariame, kad intervalabg, xz] apima pakankamai didesritj tiesXmin.

ZinantJ ir daleliy skakiy N duokeje galima apskaiuoti jy charaktering
iSdifundavimo lails 7, = N/J . UZraSykite glaika iSreikStiniu pavidalu per
atitinkamus integralus.

Tariant, kadkT<<AU apytiksliai apskaiuokite integralus ir gaukite analizinz,
iSraiSky (Kramerso formuy).

. [Vidutinis pirmo i&jimo laikas (mean first passage time)] Tarkime, Baduno dalei
juda potenciniame laulé(x). Jos petjimo tikimybé tenkina EinSteino-
Smoluchovskio lygt

0

bl Cplioignt) €= w0l

su pradineglyga P(x,,t|xt,)= 8(x—x,). Tegul pradit daleks koordinat x, yra
intervaleA<xp<B. Gaukite lygi, kuri nusako vidutinlaika per kuf dalek pirma kart
iSeina IS intervaloA, B]. Taip pat uzrasykite lygtis i$ kuyrigalima nustatyti<T“>
momentus (nepainiokite laikbsu temperaitra, kuri zymima ta paa raide).




4. Panaudojus praeito (3) uzdavinio tegrapskatiuokite laisvos Brauno daks
vidutinj pirmo i&jimo laika <T> iS intervalo [A, B], (A>0, B>0), kai pradiniu laiko
momentu,=0 dalet yra koordingiy pradziojex,=0. Laisvos dalék pegjimo
tikimybé apraSoma difuzijos lygtimi
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Tarkite, kadB=A ir nustatykite pirmo i§imo laiko i$ intervalo [A, A] standartirp
nuokryg o = <T2>—<T>2 :

5. Apskatiuokite laisvos Brauno daks pirmo igjimo laiko tikimybés tankio funkcig
f(T), iS intervalo [A, A], kai pradiniu laiko momentty=0 daleé yra koordingiy
pradziojexo=0. Laisvos dalék pegjimo tikimybé apraSoma difuzijos lygtimi
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Nustatykite tikimiaugi pirmo igjimo laika.

6. Panaudojus (3) uzdavinio teatippskatiuokite Brauno dalék vidutin pirmo ijimo
laika <T> IS intervalo [A, A], kai ji juda simetriniame potencialiniame lauke,
pavaizduotame paveiksliuke. Pradiniu laiko momegtQ daleé yra koordindiy
pradziojexo=0. Tariant, kadkT<<AU gaukite analizia <T> iSraiSky ir palyginkite p
su Kramerso formule.
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7. [Stochastinis rezonansas (SR)] Paprastai manordarikéSmas yra neigiamas
faktorius, kai reikia detektuoti arba perduoti silig periodinius (informacinius)
signalus. Téau tam tikrose netiesése sistemose triukSmas gali atlikti teigiam
vaidmen. Silpm periodirj signah galima pastiprini padidinus triukSmo intensywum
(arba prig¢jus papildom triukSm). Egzistuoja optimalus triukSmo intensyvumas,
kuriam esant periodinio signalo amplitugra didZiausia. Toks reiskinys vadinamas
SR. Klasikinis SR modelis apraso mazos dal@idtjima dvislkéniame potencial®(x)
(Zr. pav.), kaig veikia periodig jéga Acos(Qt) ir triukSmagF (t) (LanZevenogga).



MX + MyX = —C:j—u+ AcodQt)+F,(t)
X

Mazos maé&s daleliai galima iSbraukti inercijos riar LanZzeveno lygtuzrasyti taip:
1d
X=————|U(X)— AxcodQt)[+ &(t).
gV 00 Axcoden] ()

Cia &(t)=F_(t)/my yra LanZeveno Zaltinis, kuriam galioja tokie pétai:
(£t)=0, (£t)(t)=2Ds(t-1).
Cia pasinaudota fluktuaciniu-disipacinigrgsiu ir LanZeveno 3altinio intensyvumas
iSreikStas difuzijos konstanix
Lanzeveno lygtgalima pakeisti ekvivaleia EinSteino-Smoluchovskio

lygtimi:

k_120 o°P

ot my ox ox*
Skaitmeniniai LanZeveno lygties sprendini@d) pailiustruoti Siame paveiksle
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Siuose paveiksliukuose triukdmo intensyvumas (gjfsAoeficientad) didinamas i$
apaios | virSy. Viduriniame bézinyje punktyrine linija pavaizduotas isorinis
periodinis signalasAcos(Qt). Matome, kad esant vidutiniam triukSmo intensyvumu
sistema sinchronizuojasi su iSoriniu signalu iSke atsako signalg(t) spektre bus
stebimas didziausias pikas ties iSésinegos dazniuQ. Kai triukSmo intensyvumas



pernelyg mazas arba pernelyg didelis atsako sigré)eperiodinio signalo dedamoji
su dazniu bus maza.

KokybiSkai SR reiskinys paaiSkinamas gana pagraleriodin signah galima
jtrauktij potencialo apikizima:

U(x,t)=U(x)- AxcoqQt).
Sio potencialo evoliucija per iSorinio lauko peropavaizduota Zemiau pateiktame
paveiksle. Matome, kad periodinis signalas palemg\difundavim per barjes, kai
iSorinio signalo perioda3 =27/Q yra dvigubai didesnis uz Kramerso difundavimo
laikg (kuris priklauso nuo triukSmo intensyvumo)
27z
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Kai tenkinama rezonansalgga T =27, sistemos atsakasperiodiri signah yra

didziausias. Periodinis signalas pastiprinamas tdukSmo — triukSmo energija
perduodama periodinio signalo energij
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Cia pavalzduotaU X, t potencialo evoliucija per iSoris
jégos period T, kai tenkinama rezonansglyga T = 27, .

Sio uzdavinio LanZeveno arba Einsteino-Smoluchavkigéiy analizidkai iSspsti
nepavyksta. Té@au galima uzrasSyti supaprastimviejy bizseny kineting lygti, kurig
pavyksta iSsmisti analizidkai. Sios lygties sprendiniai ganalidisiusako SR savybes.
Sio uzdavinio tikslas iSnaggiti SR dviej; busen; kinetirgs lygties asjime.
a) Tarkime, kad dviginis potencialas iSreiSkiamas ketvirtoggipolinomu
U(x)=—1x2+1x4.
2 4
Kai néra periodirgs jegos barjey aukgiai abiejy minimumy basenose
X =X =21 yra vienodiAU, =1/4. Panagriakite kaip kinta barjey auk&iai
esant mazos amplitésd periodiniam signalui,



U(x,t)= —%xz +%X4 — AxcogQt)
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Parodykite, kadAU, (t)~ AU, + Ax_cogQt).

b) Tarkime, kad sistema gali rastis tik dviejuossdnose, atitinkatuose potencialo
minimus + X, arba-x,. Pegjimo grekiai (tikimybés) iS vienos Bsenog kita
aprasomi Kramerso formule
V.= %\/U ”(Xmin XU ”(Xmaxx exp —u

dia

AU, + AX, cos(Qt)j ) ex F{¢ Aux cos(Qt)j
D ° D

AU
Vo= i \/U ”(Xmin ]U ”(Xmax] expg —u :
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yra nesutrikdytas (be periodinio lauko) Kramerseitig. Kai periodinio signalo
amplituce maza, tai

v,(t)=v,[IF ecodat)], e= A’HTX"‘ <<1.

Tegul ni(t) yra tikimybes, kad momentusistema yrat x . bisenose. Tuomet
Sioms tikimylems galima uzraSyti pagrindirkinetine lygtj
n=—v (n +v. (i), n=-v () +v (), (n +n =1).

ISsprskite Sias lygtis su pradim salygom tiest =t,:

LKkai x, = X; 0,kai X, = X,

n+(o): L, n (to): co

0,kai x, =—Xx, 1L Kkai x, =—X,
Sprendinius su fiksuotomis pradmis glygomis galima uzraSyti kaimkygines
tikimybes n, (t)= n, (%, ty|t). Cia n, (x,,t|t) yra tikimybe, kad sistema pradiniu
momentuty esanti fisenojexg, momentu pereisj biasery + x.. Tuomet peatjimo
tikimybe P(xq, to|%,t)= 1, (X, toft 5 (x = %)+ (g, L[t J5 (X + X, )

c) Suraskite (x) :f xP(xO,tO|x,t)dx asimptotirgje riboje t, — —co . Parodykite, kad

(x) =X(D)codat + o(D)].
NupieSkite amplitués X priklausomyl nuo triukSmo intensyvumb ir
parodykite, kad ji turi maksimuarties tam tikruD = Dg, . Tai yra pagrindinis SR
efektas!

8. Apskatiuokite SR signalas-triukSmas santy8TS). Tai yra standartn
charakteristika, kuri naudojama silpsignal; detekcijos teorijoje
a) Panaudojus praeito uzdavinio (7) rezultatus agskakite koreliacig funkcija



K(t.7)=(x(t)x(t + 7)) = [ o [ dX >CP(xg, tofx, t)P(x,t] Xt + 7)
asimptotir¢je riboje t, > —o . Kadangi sistemveikia periodig jéga Si funkcija
periodisSkai priklauso nuo laikio Apskatiuokite suvidurking pagal iSorigs jegos
periody koreliatoriaus veegt
17 27
Kir)==|dtK(t,z), T=—.

()= [aKie), 7=
Sis vidurkinimas atitinka vidurkinimpagal periodiés jegos atsitiktir faze.
b) Apskatiuokite spektriftank
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S(a))z—.[dr K(r)e™.
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Parodykite, kad Sios funkcijos iSraiSka yra tokia:
S(@)= S (0)+ S (@)d(w-Q)+5(w+Q)].
Cia S, (@) yra triukdminio signalo spektrinis tankis,S(w) — periodinio
signalo intensyvumas. STS pagal agiimg yra
rs- S(0)
5(Q)
Apskatiuokite STSir nupieskite jo priklausomybnuo triukSmo intensyvumo,
ty. STS=STS(D). Suraskite analizinD = Dg, vert, kuriai esantSTS(D)

pasiekia maksimum



